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ABSTRACT 

For a given subset A of the set of real numbers, we search a sequence A = (2,) 
of real numbers such that both A is the normal set B(A) associated to A, and A 
takes its values in a bounded interval, with a minimal length M. A lower 
bound of M is obtained, which gives some necessary conditions ofexistency of 
such a bounded sequence A. More details are given when A is a subset of the 
set of integers. In this case, the problem is to find a polynomial Q of lowest 
degree such that the product P.Q has non-negative coefficients, for some 
special given polynomial P. 

l* 

1.1. 

si on  a: 

(1) 

o~ l ' on  pose  

1 . 2 .  

l ' e n s e m b l e  

Introduction: les e n s e m b l e s  n o r m a u x  

U n e  sui te  A = (2 . ) .  >.i de  n o m b r e s  r6els es t  d i re  6 q u i r e p a r t i e  m o d u l o  1 

1 
V x ~ ] O ,  1], l im  & . ~ l ( N , x , A ) = x  

u - ~  N 

N 

. ~ ( N ,  x ,  A) = Y, 
n= l  

lto~, t {(2. }) = c a r d  { 1 ___< n =< N ,  {2. } < x} .  

Ce t t e  p ropr i6 t6  p e u t  s ' i n t e r p r 6 t e r  c o m m e  la c o n v e r g e n c e  6troi te ,  d a n s  

~ '  des  p robab i l i t 6 s  sur  R, d ' u n e  sui te  de  p robab i l i t 6 s  ve r s  la 

Reeu le 11 avril 1988 

229 



230 J.-P. BOREL Isr. J. Math. 

probabilite uniforme 2 sur l'intervalle [0, 1]. En regardant 
caracteristiques, definies pour/t ~ ~ par: 

+.(t)= f eit autx)= (- ) (t ~R), 

les fonctions 

et d'apres un resultat d~ ~ Paul L~vy (voir par exemple [REN], p. 299), (1) est 
alors equivalent ~: 

N e it - -  1 

(2) V t ~ R ,  lim 1 ~ eit{~.}=~o~(t) = 
~+~+ N . - I  it 

(uniformement sur tout compact). 

1.3. En fait, il s u f t  que (2) soit realise pour t decrivant 2nZ: une 
probabilite/t sur [0, 1] est determinee par ses coefficients de Fourier/~(k), 
k ~ Z. (1) est donc aussi equivalent ~: 

N 
(3) Vk~N*,  lim --1 y, e2~ika =0 .  

N~+ N N = I  

C'est le critere de Weyl (voir [KUI]). 

A la suite A, on peut associer un ensemble normal, partie de R definie 1.4. 

par: 
B(A) = {x ER, xA equirepartie modulo 1 } 

oO xA est la suite de terme general x2,. Cette notion a ete introduite par M. 
Mendes-France, [MEN 1 ]. Une partie A de Rest  dite normale s'il existe une 
suite A telle que A = B(A). Ces parties ont ete caracterisees de fa¢on simple 
par G. Rauzy dans [RAU]. 

TH~OR~ME (Rauzy). Une partie A c R e s t  normale si et seulement si elle 

vdrifie les trois propri~tds suivantes: 

[(i) O A, 
(4) ](ii) V k ~ Z*, kA c A, 

t(iii) A est dldmentaire 

(une partie A de Rest dire 61ementaire lorsqu'il existe une suitef, de fonctions 
continues telles que A est l'ensemble des x tels que f,(x) tend vers 0). 
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2. Le cas des suites born~es: presentation des r~sultats obtenus 

2.1. Une partie A de R sera dite b-normale s'il existe une suite A born6e 

telle que A = B(A). Deux problemes se posent alors de fa¢on naturelle: 

(pb 1) caract6riser les parties A de R qui sont b-normales; 

(pb 2) pour une pattie A b-normale, 6valuer la borne minimale M = M(A) 
associ6e: 

M ( A ) = i n f { M > O ,  SA, A =B(A)  et Vn > 1, 0 < 2 ,  < M } .  

Comme il est immediat que B(A) = B(A + c) pour route constante c, on peut 

se restreindre ~ des suites/t valeurs dans un intervalle [0, M]. Cela sera le cas 

dans toute la suite. Cette remarque justifie la d6finition de M(A). I1 est d'autre 

part clair que A b-normal revient ~ M(A ) fini. 

2.2. Soit A une partie discrete de R. On pose alors, pour X > 0: 

(5) 1. 
x E A  

Ixl<X 

On appelle alors densite superieure (resp. inferieure) de A la limite superieure 

(resp. inferieure) de la quantite (I/2X)~I(X), lorsque X tend vers l'infini. Elle 

est not6e d(A) (resp. _d(A)). 

On dira que A a une densit6 lorsque _d(A)= d(A), note alors d(A). De 

m6me, on posera: 

1 
s(A) ---- sup .~(X). 

X>O 

On a donc 0 < d_(A) < d(A) < s(a) < + ~ .  Nous montrerons que toute partie 
A b-normale est discrete (resultat en fait deja connu), et qu'il y a alors des liens 

entre d_(A ), s(A) et M(A ). 

TH~OR~ME A. Soit A une suite (t valeurs dans [0, M]. L'ensemble normal 
A = B(A) associd vdrifie(i), (ii), et est discret dans R. On a alors les majorations: 

(6) 
(iv) d_(A) < M, 

(v) s(A) < 1.8M. 

2.3. Une partie A de R v6rifiant (i) et (ii), et discrete dans R peut s'ecrire 

sous la forme: 
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(7) 

A = u 7k z * ,  
k 

k 

V k > O  7k+lq~Ak= U 7iZ*, 
i--I 

0<7~ < 7 ~ <  - ' '  <Tk < ' ' "  

oO la suite des 7k, soit finie soit infinie (et dans ce cas, 7k croit vers + ~c avec k), 

est uniquement d6termin6e par A (le cas A = ~ sera ecart6 dans toute la suite. 

I1 est en effet clair que ~ est b-normal, et que M( ~ ) = 0: prendre 2, = 0 pour 

tout entier n ...). On notera F la suite des 7k et A = (F). 
I1 est alors facile de voir, par une m6thode de convolution (par exemple, 

Mend~s-France [MEN 2]), que si la s6rie Z 7k- 1 converge (et c'est en particulier 

le cas lorsque les 7k sont en nombre fini), alors A est b-normal, et l'on a: 

M(A) < ~ 7~ -1. 
k 

La condition d ( A ) <  + ~ n'entraine cependant pas que la s6rie pr6c6dente 

converge. Nous montrerons que le th6or~me A entraine que l'hypoth~se: 

3 Co absolue, M(A ) < Cod(A) 

est fausse. 

2.4. Darts le cas particulierA c Z, la r6ponse au (pb 1) est connue. En effet, 

Dress et Mend~s-France ont montr6 dans [DRE] qu'il existe A h valeurs dans 
[0, 1 ] telle que A = B(A), d~s que A est une partie de Z v6rifiant les conditions 

(i) et (ii). Par la m~me occasion, ils obtiennent la majoration M(A) < 1. 
Cela montre donc qu'il existe des ensembles b-normaux qui n'ont pas de 

densit& il existe des parties de Z v6rifiant (i) et (ii) et n'ayant pas de densit6 

asymptotique, cela a 6t6 montr6 par Besicovitch [BES]. Ces ensembles sont les 

"ensembles de multiples", voir [HAL, chap. V] pour de nombreux r6sultats les 

concernant. 

2.5. Dans les paragraphes 4 ~t 6, nous 6tudierons la quantit6 M(A) lorsque 

A est une pattie b-normale de Z. Une r6ponse est obtenue lorsque la suite des 7k 

est finie, et dans ce cas une caract6risation des A tels que M(A)  = d(A) est 

donn6e. 

TH~OR~M~ B. Soit A = u k _ ,  7iZ* (7iEN*). Alors A est b-normal, 

M(A ) > d(A ), et on a l'#galitd si et seulement si le polyn6me: 
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P = II ( x -  (~) 
aEA 

(m = ppcm(71, 72 . . . . .  ~'k), (m ---- e2xi/m) 

o5 A = A N { 1, 2 . . . . .  m - 1 }, est ~ coefficients (entiers) positifs. 
Dans ce cas, une suite A ~ valeurs dans [0, d(A)] v~rifie B ( A ) =  A si et 

seulement si A est po-r~partie, of~ #o est la probabilitY: 

1 
uo = ~ ,t,. * o~* 0 , , , ,  - (,~ ao). 

2.6. Si/z E ~ est donn6, on dit que A est/z-r6partie (asymptotiquement) si 
les propri6t6s 6quivalentes (cf. 1.1 et 1.2) suivantes sont v6rifi6es: 

I Y x ~ R ,  p ( { x ) ) = O ~ l i m  1 ~ l ( N , x , A ) = p ( ] - ~ , x [ ) ,  
s - ~  N 

[ V t e R ,  lim -- Y~ e ' a . = ~ ( t ) - - / ~  - . 
N~oc N n--I 

Si on note ~[g]  l 'ensemble des z6ros de la transform6e de Fourier ~, on a donc: 

(8) 

Etudier B(A) revient donc a ~tudier les z6ros de/~. 
Une suite A (m6me bom~e ...) n'a pas toujours une mesure de r~partition 

asymptotique. Dans ce cas, on dira que/z E ~ est adh6rente a A lorsqu'elle est 
adh6rente (au sens de la convergence 6troite) a la suite de probabilit6s: 

1 N - y & .  
N n=l  

De teUes mesures existent toujours, et la relation (8) devient dans ce cas: 

(9) 

off la premiere intersection porte sur l 'ensemble des mesures/z adh6rentes a la 
suite A (cette relation ne sera pas montr6e ici). 
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3. Une condition n~cessaire de b-normalit~ 

3.1. I1 est facile de voir que tout ensemble normal n'est pas n6cessairement 

b-normal. Cela provient imm6diatement du th6or6me A. La partie 3.2 de ce 

r6sultat est connue (Liardet, Rauzy, [LIA]), quoique l'auteur n'en connaisse 

pas de r6daction publi6e. Cette d6monstration est donc reprise pour des 

raisons de clart6 de l'expos6. 

D~monstration du th~ordme A 

3.2. Consid6rons les fonctions holomorphes suivantes: 

1 N 
fu(z)  = N y~ e2"a"~; 

n~l  
gN(z) = e-M"i~fu(z). 

Soit R > 0, fix6. On a alors, pour tout entier N: 

Ig/v(z)l < max l e2"i(X.-Mmzl~ e nMIlmzl. 
l<_n.<N 

On peut donc extmire une sous-suite (gN,)k~l  qui converge normalement, 

sur le disque [z [ _-< R, vers une fonction holomorphe g, qui v6rifie donc en 

particulier: 
g(0) = 1 et Ig(Rei°)l ~ e ngMIsin01 

La fonction g n'est donc pas identiquement nulle, et le lemme de Jensen 

entraine: 

Log R 1 f0  2x 

Ip I<R 

Log l g( ReiO) l dO - Log [g(0) I 

RMTr f 2n 
< I sin 0 I dO 

2:t .30 

= 2 R M  

(en remplacant au besoin R par R - t si g a un z6ro sur le cercle [ z [ = R). 

Or, en utilisant (3) pour la suite xA avec k = 1, on obtient si Ix[ < R: 

x E B ( A )  =* lim fu (x )  = 0 =* lim gu(x) = O==* g(x)  = O. 
N~oo N~oo 



Vol. 64, 1988 SUITES DE LONGUEUR MINIMALE 235 

D'ofa la majoration: 

R 
(10) ~ Log < 2RM (pourtoutR >0) .  

Ix l 
Ixl<R 

On d6duit imm6diatement de cette in6galit6 que A est discret dans R, et que 
s(A) <= eM: 

1 1 eR 2 e R M  
- -  y, 1 < - -  Y, Log < ~ = e . M .  
2R , ,~  - 2R xe,~ Ix[ 2R 

~x[ <R Ixl <eR 

3.3. La majoration de d_(A) s'obtient par une sommation ~ la Abel. Posons: 

R 
5¢(R)= Y~ Log-- 

x~A X 
< r < R  

ou y est le plus petit ~16ment strictement positif de A 
d(A) = 0 <= M).  On a alors, d'apr~s (10): 

R M  > 5¢(R) = ~, = dt 
xeA ,Ix t 

~,<=x~R 

(si A = ~ ,  

>-_ 4(A)R + o(R) + 0(1) 

eela entraine doric (iv). 

3.4. On a 6videmment d(A) <-_ s(A) <= eM.  Cependant, l'ensemble A v6rifie 
la propri6t6 (ii), ce qui lui donne une certaine "r6gularit6" qui permet 
d'am61iorer cette majoration. En effet, eUe entraine: 

(11) V R > O ,  V i E N ,  ~ ( ( i + l ) R ) - ~ ( i e ) > . f f ( e ) - ~ t  R . 

Soit R positif quelconque, et posons: 

2nl = sl(½R ), 

2n, = zC ( i - ~  R )  - ag ( i -@l  R)  , 2 < = i < 4 ,  

2ns = d ( R )  - zC(~R). 
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Le nombre d'616ments de la suite A dans chacun des intervalles ci-dessous peut 
alors ~tre minor6 comme indiqu6, en utilisant la minoration (10): 

0 R 2R 3R 4R 5R 
I .... I , ,, I , , I , I I 

nl//tns n 2 n, n4 ns ns n4 ns n4 ns n, 

n 2 n 3 n4 

La majoration (10), appliqu6e au point 5.R, donne donc: 

2R.  M > (Log 10)n~ + (Log~ + Log ~)n2 + (Log~ + L o g ~  + log ~)n3 

+ (Log ~ + Log ~ + Log ~ + Log ~)n4 

+ (Log 5 + Log ~ + Log ~ + Log ~)n5 

> (Log 10)(nl + n2 + n3 + n4 + n5) + (Log 4~)(n2 + n3 + n4 + ns). 

Soit e > 0 fix6, et R fix6 tel que ~¢(R) > (s(A) - e) .  2R.  Pour une telle valeur 

de R, on a: 

nl + n2 + n3 + n4 + n5 = ½~¢(R) > (s(A) - e) . R ,  

n2 + n3 + n4 + n5 = ~(~¢(R) - ~¢(R/2)) > (½s(A) - e) .  R ,  

ce qui donne, en faisant tendre e vers 0: 

5M > (Log 10)s(A) + (½ Log ~)s (A)  

d'o• 
5 

s(A)  < 1 0 + ½ L o g ~ M =  1 , 7 9 7 8 2 . . . M .  
~ Log  

3.5. Erd6s a montr6 dans [ERD] que, si on prend 7~ = k + i, avec 

1 < i < k, l 'ensemble Ak associ6 v6rifie: 

lim d(Ak) = O. 
k~oo 

COROLLAmE. I1 n'existe pas de constante absolue C telle que, pour tout 

ensemble A b-normal, on ait M ( A )  < Cd(A). 

DtMONSTRATION. D'apr~s [DRE], les ensembles Ak d6finis ci-dessus sont 

b-normaux, et il est clair que l 'on a: 
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V k > = l  S(Ak)~_~½ (ou m~me Log 2). 

On obtient doric, pour tout k, et en utilisant (v): 

M(Ak._____)) = M(AK___._~) > 1 

d(Ak) d(Ak) = 3.6 d(Ak) 

qui tend vers + ~ avec k. 
On peut m~me trouver des ensembles A k qui v&ifient simultan6ment: 

(12) { ~im d(Ak) = O, 

}ira S(Ak)= 1. 

En effet, si on pose Fk ---- {k, k + 1 , . . . ,  [k3/2]} etAJ~ ~) = (Fk), on a: 

lim d(A~ l)) = 0 
k~oo 

d'apr~s [TEN], th6or~me 1, 

lim s(A~ 1~) = 1 
k~oo 

car s(A~ I)) > k-312([k 3a] - k). 

On peut aussi remarquer que s(A) = 1 entraine trivialement d(A) = 1. 

3.6. Le cas particulier A = Z* montre de fa¢on immediate que la majo- 
ration (iv) est optimale. 

4. Une m~thode de r~gularisation 

4.1. Soit/z E ~ ,  et x un nombre r~el positif. On notera alors: 

/t'[x] --- n~z lt([nx, (n + 1)x[ )J,~, 

[x] • 

ot~ 2x d6signe la probabilit~ uniforme sur l'intervalle [0, x]. 
# 'Ix] et #[x] sont donc deux probabilit6s sur R, la premiere discrete, la 

seconde absolument continue. D'autre part, si X est une variable al6atoire 
r6elle de loi # , / t ' [x]  est la loi de la variable 



238 J.-P. BOREL Isr. J. Math. 

4.2. 

TH~OR~ME C. Soient be t  m deux entiers positifs, m multiple de b. Soit A 

une suite de nombres rdels et g E ~ une probabilitd adhdrente (~ A. Alors 

bZ* c B(A) entraine bZ* c .~[#[l/m]]. 

DI~MONSTRATION. Les hypoth6ses # adh6rente a A et bZ* c B(A) entrai- 

nent bZ* c .~[#]. Posons: 

B = ( b , 2 b , . . . , m  - b } = { k . b ,  1 < k  < m / b  - 1}. 

Comme -~[/~1[,,] = mZ*,  il suffit donc de montrer que l'on a l'inclusion 

B + m Z c  .~[#'[1/m]], et comme # ' [ l /m]  est p6riodique de p6riode m, 
B c 22[#'[1/m]] suttit. 

Soit X une variable al6atoire r6elle de loi #, et 

1 
Y = - -  [mX]. 

m 

Alors Yest de loi # ' [ l /m].  Posons m = ab. Alors 

bY  = _1 [ab XI. 
a 

L'hypoth~se bZ* c .°2[#] entraine que bX est uniforme modulo 1, et donc: 

{, a l} 
Z -- (b. Y mod 1) est 6quir6partie sur 0, - . . . . . .  

a a 

Siv est la loi de b. Y, cette propri~t~ se traduit par { 1, 2, . . . .  a - 1 } c .~[v], et 

donc par B c 2~[#'[l/ml]. 

4.3. Supposons A -= (~, 72 . . . . .  ~k) avec des ~,~ entiers positifs. En appli- 

quant k lois le th~or~me, avec m e t  b -- ?'i (notation du 2.3), on obtient alors 
imm6diatement: 

COROLLAIRE 1. Si A CB(A), avec A = U~.~ ~,iZ* ( 7 i ~ N * ) ,  et si # est 

adhdrente d A, on a: 

.a2 [# [1] ]  of tm-= ppcm(~,,, ~,2 . . . .  , ~'k). A C 

On peut en d6duire que A C B(A')  si A' est une suite #[1/m]-r6partie. Cela 

n'augmente que mod6rement l'intervalle oft varient les 2n, puisque si A est 
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valeurs dans [0, M], on peut prendre A' fi valeurs dans [0, M'] avec M ' =  
M + 1/m. 

4.4. Supposons A ~ valeurs dans [0, M], et~t adh6rente ~ A. Alors en notant 

[x7 le plus petit entier sup6rieur x, on a pour m >_- l: 

/ t ' [ l /m] = 

et donc si on pose X -- e2"/": 

(13) /~ ' [1/m](-  t ) =  

COROLLAIRE 2. 

et P l e  polyn6me: 

rmMT- 1 
Pn(~n/m 

n~O 

Z p , x ,  = Q(X). 
n = 0  

Soit A = [ , . jk  7iZ* (7i ~N*),  m = ppcm(7~, 72 . . . . .  7k), 

P - -  I'[ ( X -  ~,~ ), 
a~_A 

o u A = A n { l , 2 , . . . , m - 1 } .  

Soit A une suite (z valeurs clans [0, M] telle que A c B(A), et lz adhdrente (l A. 

Alors P divise le polyn6me Q ddfini par (13). 
En particulier, on a: 

M >-_ d(A ). 

DI~MONSTRATION. Si a EA_, t = a n'annule pas 2t/,,. Il annule donc, d'apr~s 

le corollaire l, ~ .  Cela signifie que ~,~ est racine de Q. Q est doric 
divisible par P. Cela entraine en particulier: 

FmM] - 1 = d°Q > d°P = card A -- rod(A) - 1 

et donc m M  ~ md(A ) - 1 (car rod(A) est entier). 

Cela entraine donc M ~ d(A) - 1/m. Or, dans le th6orSm¢, on peut rem- 
placer m par un multiple c.m, c >_- 1. Il e n e s t  donc de mSme ici, et donc 
U ~d(A) .  

On retrouv¢ donc 1¢ rSsultat (iv) obtenu au chapitre 3, dans ce cas par- 

ticulier. 

4.5. Le thSor~me B se d6duit aussi du th6or~me C et de ses deux corollaires: 

DI~MONSTRATION DU TH~OR~ME B. A est b-normal d'apr~s [DRE], et 

M(A) >-_ d(A) provient du corollaire 2. 

Si M ( A ) =  d(A), on peut appliquer le corollaire 2 /L toute probabilit6 # 
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adh~rente ~ une suite A ~ valeurs dans [0, d(A)]. On a alors d°P = d°Q, et 

donc: 
1 

Q - -  P 
P(1) 

puisque Q(1 )=  J]/z ]] = 1. Q ~tant a coefficients positifs, il enes t  de m~me 

pour P. R~ciproquement, si Pes t  ~t coefficients positifs, la mesure ~ associ~e 

v~rifie .~[~] = A, e t a  pour support rintervalle [0, d(A)]. 

Supposons maintenant A suite A valeurs dans [0, d(A)], m '  multiple de m, et 

/~ adh~rente ~ A. Le corollaire 2 entraine done si on pose m'  = ram": 

Q'(x ' )  

avec X' -- e 2~i*+"', Q polyn6me de degr~ m'd(A)  - 1; 

Q'  divisible par 

P ' =  II ( X ' -  ~ , ) = P ( X ' m ' ) . ( 1  + X ' + X ' 2 +  " ' "  +x'm*+') ,  
aEA 

i .<a<.m, - I  

qui provient de la relation A n { 1, 2 . . . .  , m '  - 1 } = A.  { 1, 2 . . . . .  m "} tO 

{1, 2 , . . . ,  m"  - 1}. m'. On a donc d°P ' -- m"d°P + m "  - 1 -- m 'd (A)  - 1. 

On obtient done: 
1 

Q,  ffi  p ,  
P'(1) 

et en particulier les coefficients de Q' sont constants sur toute tranche de la 
forme {cm",  cm" + 1 . . . . .  cm"  + m "  - 1}. Cela n'est possible que si/z a une 

densit~ uniforme sur tout intervall¢ de la forme [c/m,  (c + 1)/m], puisque le 

r~sultat precedent est vrai pour tout m". On obtient donc n~cessairement: 

/t = / z [ l /m]  =~ 

(condition suffisante d'apr~s ce qui precede). 

5. Le cas P i coefficients positifs 

5.1. Le polyn6me P du th~oreme Best  de la forme: 

e = II (x',- l) 
(X+- 1) 
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Des crit~res ont 6t~ obtenus pour que ce type d'expression air des coefficients 
positifs, lorsqu'elle repr6sente un polyn6me: voir par exemple Grosswald 
[GRO], Reich [REI]. Mais ces crit6res sont tr6s loin d'6tre utilisables. Pour rn 
entier, on pose: 

¢ . ( x )  = 
X m - -  1 

X - 1  
= 1 + X + X 2 +  . . .  + X  r '- l .  

5.2. 

PROPOSITION. Soient y l < Y 2 < . . . < y k < ~ 2 k +  I des hombres entiers et 

posons : 

"m = ppcm(7~, 72 . . . . .  Yk), m '  = ppcm(m,  7k+~) = m, m " = Yk+lm",  

k 

A = U y/Z*, 
i = l  

A = A  n { 1 , 2 , . . . , m - 1 } ,  

A ' = A  O 7k+lZ*, 

P = l-I ( x -  (~m), 
a~A 

On a alors : 

(14) 

A ' = A '  n (1, 2 , . . . ,  m ' -  1}, 

P ' =  1-I ( X -  (g,',). 
a'~-A" 

P'(X) = P (X  m')¢m., (X)  
¢),..(x) 

11 ( x -  
a"~A"  

avec A"=Uik=t  ?'~Z*, ou 7'~=7i/(Tk+bT;) (1 < i ~ k ) ,  et A_"= 
A " A  {1,2 . . . .  , m " -  1}. 

D~MONSTRATION. O n  a, p o u r  1 < i < k :  

et donc: 

d '  = d  tO ?k+l(Z* - - d " )  

ou la r6union est disjointe. WoO la relation: 

(15) 
A ' = ( A  + m .  {0, 1 . . . . .  m " -  1 } ) U ( m .  { 1 , 2 , . . . , m " -  1}) 

U (7~+,.({1, 2 , . . . ,  m " -  1 } - A " ) )  

ce qui donne exactement la formule cherch~e, puisque l'on a: 
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m "  - l 

II (x - ~ ' . )= II II 
a'EA_+m.{O,2,...,m'- 1} aEA_ i =0 

B a ( m ' ( m ' ) =  I I  ( xm" ~ m ) = p ( x m ) ,  ( X _ O  
a~.A 

m " - 1 

II ( x -  ~g',)= E 
a'Em.{l,2,...,m " - 1} i =0  

( x  - ( ~ . )  = O r . - ( X ) ,  

Om,(X) Om'(X) 
II ( x -  ~ , )  = = 

o.~.,.,,~. ,,.--,~-~_-~ 1-I ( x -  ~'.) II ( x -  (£)  
a ' ~ T k +  I A "  a ' ~ _  ° 

5.3. La proposition pr6c~dente permet de calculer P pour les petites valeurs 

de k: 

k = l : m = 7, P = 1 (a tous ses coefficients strictement positifs). 

k = 2 : on peut supposer (7,, 72) = d, 7, = dT[, d'ofl m = dT~ 7~. 
On obtient alors: 

P = 0~#r~ (a tous ses coefficients strictement positifs). 

k = 3" on peut supposer (71, 72, 73) -- 1 (cela ne change pas P), et on pose: 

I,~ t t ! t ! 
71 = 7273/31, 72 = 7371/32, 73 = 7172fl3 ,  

avec 1 = (ill, f12) = (/32,/33) = (/33,/31). On obtient alors m = y~'~'~1/32/33 et: 

p = Om,(Xa,)Om2(x#oo#, On#,#2 
Oa, O#~ 

= 0~p,(Xa,) 0m2p, 0~m, 
~a~ Op, 

et en remarquant  que l 'on a Oab/Ob = Oa(Xb), on obtient: 

P = Om,(XP,)Om,(XP2)Om,(X p,) (a tous ses coefficients positifs) 

mais P peut avoir des coefficients nuls: si par exemple fli >-- 2 (1 _-< i =<_ 3), le 

coefficient de X dans P e s t  nul. 

k = 4: la formule devient tr~s compliqu6e dans le cas g6n6ral. Elle se 

simplifie si on suppose Yl, 72, Y3, 74 premiers entre eux deux /t deux. La 

proposition donne alors: 
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La fraction est un polyn6me, mais on n'a plus de renseignement sur le signe de 

ses coefficients, et donc de m~me pour  P.  Ils ne sont pas toujours  positifs ou 

nuls, puisque le calcul montre  que: 

si ~1 = 2, 72 = 3, 73 = 5, 74 = 7: 

P = I + 2 X + 2 X 2 + X  3 - X S -  X 6 -  X T -  X S -  X 9 

D I- X 11 -q- 2 ] i  z12 + 2 X  13 + 2 X  14 + • . . + X 161 

(voir en 6.6 le tableau de tous les  coefficients de P dans ce cas). Si par  contre on 

prend 71 = 6, 72 = 10, 73 = 14, 74 = 15 (qui ne sont pas premiers entre eux ...), 

alors le polyn6me P associ6 est ~ coefficients positifs. 

k = 5 : La formule g6n6rale devient  beaucoup trop longue ~ 6crire. Si l 'on 

prend 71 = 2, 72 = 3, 73 = 5, 74 = 7, Y5 = 11, le polyn6me P associ6 est de degr6 

1829, et ses coefficients prennent  exactement  toutes les valeurs enti~res 

comprises entre - 7 et 9. 

6.  Le  cas  o~  P a des  coef f ic ients  n~gat i fs  

6.1. Soit P u n  polyn6me ~i coefficients r6els. Si P a une racine dans R * ,  

il ne peut avoir  tous ses coefficients positifs ou nuls, et de m6me pour  tout 

produit  P Q .  

LEMMA. S o i t  z = p e  i°, avec  - -  n < 0 < n e t  0 v s O. L e  p o l y n 6 m e :  

P,,,z = P,, = X 2"+' - 2 cos (2"O)p2"X  2" +p2.*~ 

a d m e t  z p o u r  r a c i n e ,  e t  es t  ~ coe f f i c i en t s  p o s i t i f s  s i  

n = n ~  [_ L o g 2  J" 

DI~MONSTRATION. La 

alors n/2 < 2 ~ [0l < n. 

D'autre  part: 

seconde propri6t6 est imm6diate,  puisque l 'on a 
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P,,(z) = p2"÷'(ei2"+'° - 2 cos(2nO)e i~'e + 1) 

e ~2"° d- e -~2"0 ) 
= p 2"+~ e i2"÷~° -- 2 2 ei2"° + 1 

= 0 .  

Donc si P n'a pas de racines dans R*,  il existe un polyn6me Q tel que PQ ait 

tous ses coefficients strictement positifs, par exemple: 

soit (P 1): 

soit (P2): 

de module 1. 

PQ= II Pn,,,. 
P(z )  = 0 

Dans ce qui suit, on notera: 

= ~(P) = min(d°Q), minimum pris sur tous les polyn6mes Q tels que PQ 
air tous ses coefficients positifs ou nuls; 

~+ = ~+(P) = min(d°Q), minimum pris sur tousles  polyn6mes Q tels que: 

PQ a tous ses coefficients strictement positifs, 

PQ a tous ses coefficients positifs ou nuls, et Q n'a pas de racine 

EXEMPLE. P = X 2 - X + 1 = (X - e'~'3)(X - e-~'3). 

Alors (X + I)P = X 3 + 1. Donc d(P) = 1. 

(aX + b)P ne peut avoir tous ses coefficients positifs ou nuls que si a = b. 

Donc $+(P) >_- 2. Or on a: 

(2X 2 + 4 X +  3)P = 2X 4+ 2X 3 + X  2 + X +  3 

et donc d+(P) = 2. 

6.2. En fait, dans la d6finition de d + (P), (P2) suffit: si en effet Q v6rifie (P 1), 

le polyn6me Q(2X) v6rifie aussi (Pl)  pour 2 assez voisin de 1. On peut alors 

choisir un tel 2 tel que Q(2X) n'a pas de racine de module 1, ce qui donne un 

polyn6me de m6me degr~ que Q et v~rifiant (P2). 

C'est la propri6te (P2) qui sera en fait utilis~e plus tard, mais la propri6t~ 

(PI)  permet des ~valuations plus rapides de d+(P). Par exemple, si Q est tel 

que PQ air tous ses coefficients positifs ou nuls, et si rest  le nombre maximal de 

coefficients cons6cutifs nuls dans PQ, on obtient: 

PQqbr+I a tous ses coefficients strictement positifs 

et donc 

~+(P) < J(P)  + r. 
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En fair, ce n'est pas tout h fait (P2) qui est utile, mais une propri6t6 plus 
compliqu6e, qui est cons6quence de (P2). Cette propri6t6 ne peut s'6crire que 
pour les polyn6mes P du type consider6, c'est-h-dire 

P =  II 
a~-4 

Elle s'~crit alors: 
PQ a ses coefficients positifs ou nuls, et toute racine p de Q de module (P2'): 

1 v6rifie: 

3x>=2,  p ~ ÷ l  et P ( f ) ÷ O  et Q ( f ) ÷ O .  

Enfin, on peut remarquer que si P e s t  un polyn6me r6ciproque (i.e. 
P = P* :=  xd°ep(1/X)), les polyn6mes Q de degr6 minimaux satisfaisant (P1) 
ou (P2) ou m~me (P2') peuvent ~tre eux aussi choisis reciproques (sinon, on 
remplace Q par Q + Q*...). 

6.3. On note comme precedemment  A = I..J k_l 7iZ*, 71 < 72 < ° " ° < 7k 

entiers, m = ppcm(7~, 72 . . . . .  7k), et: 

P = l - [  ( X -  (a).  

TH~ORI~ME D. A est b-normal, et on a lorsque P a au moins un coefficient 

ndgatif'. 

d ( A ) +  J(P) < M ( A ) < d ( A ) +  J+(P) = < 1. 
m m 

DI~MONSTRATION. A b-normal est d~j~t connu (et se retrouve ici, puisque 
r o n  va montrer  M(A)  ~ 1). 

Soit A ~ valeur dans [0, M] telle que A = B(A). Alors d'apr~s le corollaire 2 
du th6oreme C, on a lorsque g est adh6rente ~t A e t  Q d6fini par (13): 

P divise Q, 
Q a ses coefficients positifs ou nuls, 
d°Q = [ m M ] -  1 < mM.  

En consid6rant le polyn6me R tel que Q = PR, on obtient: 

J(P) < doR --- doQ - d°e < m M  + md(A)  - 1. 

D'ofl la minorat ion d(A) + (J(P) - 1)/m < M(A) .  

6.4. En fait, la minoration pr~c6dente est encore valable si on remplace m 
par un multiple m '  = ram", P 6tant alors remplac6 par P '  d6fini par: 
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LEMME. 

alors 

P'(X) = P ( X  m")~)m. ( X ) .  

Soit k > 1 et P donn~s, et soit P' le polyndme p(xk)Ok(X). On a 

3(P') = k3(P) et J+(P')  < k3+(P). 

DI~MONSTRATION. Soit Q tel que PQ ait tous ses coefficients dans R+, et 

soit Q' le polyn6me Q'(X) = Q(xk). Alors P'Q' a tous ses coefficients dans R+. 

Donc J(P') < k3(P). 

De m6me: si PQ a tous ses coefficients dans R*, il en est de m6me pour 

P'Q'; si Q n'a pas de racine de module 1, Q' aussi. 

Donc J+(P')  < k3+(P). 

Soit maintenant Q' tel que P'Q' ait tous ses coefficients positifs. On pose: 

d [d/k I kj + k - 1 

Q'(X) = 2 c/X j, Q(X) = Y, cjX j avec cj = Y, c~, 
j = 0  j r 0  f = k j  

h k h + k - I  

P(X) = Y, ej X j, d'o~ P'(X) = Y~ e[j/k I X j,  
j =0 j =0 

et cela entraine l'identit6, pour tout entier j:  

Y, eiCh---- Y, 
h + i f j  h + i - j k + k -  1 

eIi/kl ¢~. 

Le polyn6me PQ a donc tous ses coefficients positifs ou nul. Donc en prenant 

Q' de degr6 J(P'): 

J(P) < < k 

Cela termine la d6monstration du lemme. 

On obtient donc, en revenant a la d6monstration du th~or~me: 

J ( P ' ) -  1 J(P) 1 
Y m  " >  1 M(A)>=d(A)-+ = d(A) + - -  

m t m r n m  pp 

ce qui donne la minoration annonc6e. 

6.5.  Soit maintenant Q de degr6 minimal, correspondant a la d6finition de 

J+(P), et tel que Q n'a pas de racine de module 1. On pose: 
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~+(P) 
Q ( X ) =  Y, c j X  j, 

j=O 

~l (t~+(P) - -  ~at~0)) * ~1/m . =\j~O Cj(~jlm) *(a~ ((~l/m 

Comme Q n'a pas de racine sur le cercle unit6, 

#(  -- t) = Q(e2~'um)p(e2~it/m) X 

admet A pour ensemble de ses z~ros. 

Si Q satisfait (P2'), on a encore 

e 2nit/m - 1 

21ti t /m 

j=l  

Si on choisit A g-r6partie, a valeurs dans le support de g (contenu dans 

[0, (1 + d°PQ) /m]) ,  on obtient B(A) = A. Doric: 

1 + d°P + d°Q 5+(P) 
M ( A )  <= = d ( A ) + - -  

17/ /7/ 

II reste h remarquer que P divise Om, dont les coefficients ont strictement 

positifs, et donc: 

~+(P) < m --  1 - d°P  = m(1 - dO)) .  

6.6. Nous allons ici pr6senter un exemple d'6valuation exacte de la quan- 

tit6 M ( A ) ,  dans un cas r6gi par le th6or6me D. 

Dans rexemple du 4.3, avec k = 4, on obtient facilement c~(P)=< ala3 + 

O ~ 1 0 / 2  - -  2. Pour a l = 2, a 2 = 3, a 3 =  5, O~ 4 = 7, on a donc g(P) _-< 14. En utilisant 

l'expression de P dans ce cas, on v6rifie que: 

g ( P ) = 6 ,  d + ( P ) = 6 .  

En effet, P e s t  de degr~ 161 et ses coeffcients sont donn6s dans le tableau 

suivant: 
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1 2 2 1 0 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 0 1 2 2 2 2 2 1 0 - 1 - 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1  

1 1 1 1 1 2 3 3 2 1 0 0 0 0 0 1 2 3 3 3 3 3 2 1 0 0 1 2 2 2  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2  l 0 0 1 2 3 3 3 3 3 2  I 0 0 0  

0 0 1 2 3 3 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 - 1 - 1 0 1 2 2 2 2 2  

1 0 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 0 1 2 2 1  

Comme P est r~ciproque, on cherche simplement parmi les polyn6mes Q 

r~ciproques, d'apr~s 6.2. Or on a: 

• t~(P) < 4 est impossible: P Q ( 1 ) > 0  entraine Q ( 1 ) > 0 ,  et si d°Q _-< 4, le 

coefficient de X n, avec n = 5 + d°Q, dans PQ, vaut ~ Q(1). 

• t~(P) -- 5 est impossible: si Q = a + bX + cX 2 + cX 3 + bAS + aX 5, et si 

PQ a ses coefficients positifs ou nuls, on a: 

" a > 0  

2b + 4c > 0  

- b - 2 c > O  

2b + 3c > 0 

coefficient de X °dans  PQ, 

coefficient de X 4, 

coefficient de A s , 

coefficient de X 5, 

- a - 2b - 2c >_- 0 coefficient de X 9. 

On peut donc choisir a = l,  et n6cessairement b = - 2c. Alors on doit  avoir 

c__<0etc>__½. 
• Si Q0 = 5 - 4X - X 2 + 6X 3 - X 4 - 4X 5 + 5AS, le polyn6me P.Qo a tous 

ses coefficients positifs ou nuls, donn~s par le tableau: 

5 6 l l 5 0 0 l 0 0 4 0 0 1 5 6 6 2 6 6 5 6 6 l 5 5 0 l 6 6 
6 6 6 6 6 1 1 1 2  7 711 6 6 7 6 610  6 6 7 1 I l l 1 2  8 1 2 1 2 1 1 1 2 1 2  711 

II 6 712  121212  12 121212  12 121212  1 2 1 2 1 2 1 2  12 121212  12 1 2 1 2 1 2 1 2  1212 
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2  7 6 II II  7 1 2 1 2 1 1 1 2 1 2  8 1 2 1 1  II 7 
6 610  6 6 7 6 611 7 7 1 2 1 1  6 6 6 6 6 6 6 1 0 5 5 1 6 6 5 6 6 
2 6 6 5 1 0 0 4 0 0 1 0 0 5 l l 6 5 

On peut remarquer  que si Q est de degr6 6 (et Q - - Q * )  et si PQ a ses 

coefficients positifs, alors ses coefficients de AS et AS sont nuls (car oppos6s l 'un 

de l'autre). Il n'existe donc pas de polyn6me Q de degr~ < 6 tel que PQ ait tous 

ses coefficients strictement positifs. 

D'autre  part, si on pose Y = X + X -  1, on a: 

~0 ---- X3( 5Y3 --  4112 - 16Y + 14) 
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ce qui permet de v6rifier que (2o a six racines de module I, dont les arguments 0 

v6rifient: 

- 2 cos 0 ~ { -  1,81433.. .  ;0 ,900452. . .  ; 1,713879.. .} 

et done Qo n'a pas de racine de la forme e 2nin/240, n E N. Done (2o satisfait (P2'), 

et J+(P) = 6. 

Comme J = J + ici, on en d6duit: 

M(2Z* U 3Z* U 5Z* U 7Z*)=  
168 4 

210 5 

QUATRE REMARQUES. 

On peut voir ici que s(Ao) = ~ = iM(Ao) .  

I1 n'y a pas unicit6 de la distribution des suites A ~t valeurs dans [0, M(A0)] 
telles que A0 = B(A): le polynfme Q = 6 - 5X - X z + 7X 3 - X 4 - 5X 5 + 6 X  6 

marche aussi, ce qui donne une infinit6 de mesures g ~ ~ possibles, ~t support 

dam [0, ~], telles que: 

Ao= ~ 1 

Cela permet par exemple de construire des suites A ~ valeurs dans [0, ~], telles 

que Ao--B(A), et n'ayant pas de mesure de r6partition asymptotique. Ce 

ph6nom~ne n'est pas g6n6ral: si on prend A~ = 2Z* U 3Z* U 5Z* U 1 lZ*, le 

polyn6me P associ~ est de degr~ 129 e ta  ses coefficients variant entre - 1 et 3. 

Darts ce cas, J(P) = J+(P) = 3, et il y a unicit~ (~ une constante multiplicative 

pros) de Q de degr6 3, et done de la r6partition des suites associ6es ~ A~ et de 
longueur minimale. 

La m6thode de convolution conduit pour A0 ~ un polyn6me de degr6 243 
(c'est ~ dire h une suite A dans rintervalle [0, 122/105], ce qui est bien moins 
bon), dont les coefficients sont positifs mais tr~s grands (ils varient entre 1 et 
86091). 

II est possible de montrer que, si A est b-normal et si A' est une partie de A 

v6rifiant la condition (ii), alors A' est b-normal et v~rifie M(A') <-_ 2M(A) (voir 
[BOR]). Donc, cn revcnant ~ l'6criture de A donn6e en (7), on en d6duit clue si 

l'on pose: 

A. ffi (.J ~'kZ* 
k<_n 



250 J.-P. BOREL Isr. J. Math. 

alors A est b-normal si et seulement si la suite des M(An) est born6e, et plus 

prrcisrment: 

½ sup M(An) < M(A) < 2 lim M(A~). 

Cela justifie donc l ' intrrrt du calcul de la quantit6 M(A) lorsque l'ensemble F 

associ6 est fini: une formule "explicite" en fonction des ~'k permettrait alors de 
caract6riser les ensembles b-normaux. I1 va de soi qu'un tel calcul explicite 

parait trrs difficile . . . .  
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